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摘　要：有限交换群上的零和问题已经有很长研究历史，但是无限群上的零和问题的结论还比较少。主要研究
整数集上的极小零和序列，得到了有限区间［－ｍ，ｎ］上所有长度不小于ｎ＋ｍ－２的极小零和序列的结构。
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　　令Ｇ是一个交换群 （运算记为加法），Ｇ０是 Ｇ
的非空子集。Ｇ０上的一个序列是一个有限序列，其
中的元素都包含在 Ｇ０中。称一个非空序列为零和
的，如果此序列的项加起来等于群 Ｇ的单位元０。
称一个零和序列为极小零和的，如果它的任意非空

真子序列都不是零和序列。

极小零和序列是零和理论的主要研究对象之

一。此理论与群论，图论，拉姆齐理论，以及分解

理论有紧密的联系［１－３］。零和理论中两个重要问题

就是计算Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ常数和刻画极小零和序列的结
构，其中 Ｇ０上的 Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ常数 Ｄ（Ｇ０）定义为 Ｇ０
上的极小零和序列所能达到的最大长度。

Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ常数是以数学家 Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ的姓名所
命名。在２０世纪６０年代，Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ在研究代数
整数环上的分解问题时，考虑了如下问题：代数整

数环上一个不可约元分解成素理想的乘积时，这些

素理想最多有多少个 （把重数算入）？而此最大个

数就是这个代数整数环的类群的 Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ常数，
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由此开启了这方面的研究。

当Ｇ是有限交换群时，人们在这两个问题上
取得了不少进展。现在我们已经知道了秩不大于２
的有限交换群以及有限交换 ｐ－群的 Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ常
数。在极小零和序列的结构方面，当Ｇ是一个有限
循环群时，我们已经知道许多结果［４－７］。当Ｇ是秩
为２的有限交换群时，我们只知道达到最大长度即
Ｄ（Ｇ）的极小零和序列的结构［８－９］。当 Ｇ是一些结
构比较简单的交换群时，也有一些更进一步的结

论［１０］。

当Ｇ是无限交换群时，这方面的结果就比较少
了。当Ｇ是无限循环群即 Ｇ Ζ时，文献 ［１１］
证明了对称区间 －ｍ，[ ]ｍ，ｍ＞１的Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ常数
等于２ｍ－１，并完全刻画了这个长度的极小零和序
列的结构。Ｐｌａｇｎｅ等［１２］证明了对任意的正整数 ｍ，
ｎ，Ｄ（［－ｍ，ｎ］）≤ｍ＋ｎ，并且等号成立当且仅当
ｇｃｄ（ｍ，ｎ）＝１。在等号成立的前提下，他们也完全
给出了长度等于ｍ＋ｎ的极小零和序列。同时，他
们也给出了对称区间 －ｍ，[ ]ｍ，ｍ≥ ３上长度为
２ｍ－２的极小零和序列的刻画。最近，在ｎ≥ｍ２／２
－１条件下，本文作者［１３］刻画了区间 ［－ｍ，ｎ］上

长度不小于ｎ＋ ｍ／２ ＋１的不可分极小零和序列

的结构，并由此得到了此区间的 Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ常数。
在本文中，将考虑一般的区间［－ｍ，ｎ］，刻画此区
间上所有长度不小于ｎ＋ｍ－２的极小零和序列。

１　记号与术语
我们将使用文 ［２］一书中的记号。令Ｎ与Ｚ

分别为自然数集与整数集。对所有实数 ｘ和 ｙ，令
［ｘ，ｙ］＝｛ｉ∈Ｚ：ｘ≤ｉ≤ｙ｝。

令Ｇ是一个交换群 （运算记为加法），Ｇ０是 Ｇ
的非空子集。Ｇ０上的一个序列是一个有限序列，其
中的元素都包含在Ｇ０中。我们把Ｇ０上的序列看成
是由Ｇ０生成的交换自由群胚Ｆ（Ｇ０）中的元素。显
然Ｆ（Ｇ０）中的单位元就是空序列。一般地把Ｇ０中
的一个序列写为

Ｓ＝ｇ１…ｇｒ＝∏
ｇ∈Ｇ０

ｇ［ｖｇ（Ｓ）］

　　其中ｖｇ（Ｓ）是ｇ在该序列中出现的次数，称为

ｇ在 Ｓ中的重数。把 Ｓ ＝∑
ｇ∈Ｇ０

ｖｇ（Ｓ）称为 Ｓ的长

度，即Ｓ中含的项数；σ（Ｓ）＝∑
ｇ∈Ｇ０

ｖｇ（Ｓ）ｇ称为Ｓ的

和。

如果 Ｓ是整数集上一个序列，那么记 Ｓ＋，Ｓ－

分别为由Ｓ的大于０，小于０的部分构成的序列。称
Ｔ为Ｓ的一个子列，如果 ｖｇ（Ｔ）≤ ｖｇ（Ｓ）对任意 ｇ
∈Ｇ０成立，此时记为Ｔ｜Ｓ。称Ｓ的一个子列Ｔ为真
子列，如果Ｔ≠Ｓ。集合

∑（Ｓ）＝｛σ（Ｔ）：Ｔ｜Ｓ，Ｔ非空｝
称为Ｓ的和集。

一个序列Ｓ称为
零和，如果σ（Ｓ）＝０。
极小零和，如果σ（Ｓ）＝０，并且对Ｓ所有非空

真子列Ｔ有σ（Ｔ）≠０。
用Ａ（Ｇ０）记Ｇ０上的由所有极小零和序列构成

的集合，并定义Ｇ０的Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ常数为
Ｄ（Ｇ０）＝ｓｕｐ｛Ｓ：Ｓ∈Ａ（Ｇ０）｝

由于整数上的零和序列和有限循环群上的零和序列

有着密切联系，我们引入如下概念。设 ｎ∈ Ｎ，我
们称Ｚ上的一个序列 Ｓ是模 ｎ零和 （模 ｎ极小零
和），如果φｎ（Ｓ）在Ｚｎ中是零和 （极小零和），其

中φｎ：Ｚ→Ｚｎ是标准同态。设Ｓ是整数集上的一个
序列，我们有下面的关于零和与模ｎ零和之间的联
系。

如果Ｓ是零和的，那么Ｓ是模ｎ零和的。反之
不一定对。

如果Ｓ是极小零和的，那么 Ｓ是模 ｎ零和的，
但不一定是模ｎ极小零和的。

如果Ｓ是模ｎ极小零和的并且σ（Ｓ）＝ｋｎ，ｋ＞
０，那么（－ｎ）［ｋ］·Ｓ是极小零和的。

２　一些引理
在本节中，我们研究整数上的极小零和序列的

一些性质。若极小零和序列Ｓ包含０，则Ｓ＝０，而
且此序列是唯一的长度为 １的极小零和序列。因
此，为了避免平凡情形，在本节中我们总是假设所

考虑的极小零和序列的长度都至少为 ２，特别地，
此序列不包含０。

引理１［１４］　设Ｓ是整数上的一个极小零和序列
并且令ｕ＝ Ｓ－ ，ｖ＝ Ｓ＋ ，ｍａｘ（Ｓ）＝ｎ，ｍｉｎ（Ｓ）
＝－ｍ。那么有 ｕ≤ ｎ，ｖ≤ ｍ且 ｕｖ≤ σ（Ｓ＋）＝－
σ（Ｓ－）。

推论１　设Ｓ是整数上的一个极小零和序列并
且令 ｕ＝ Ｓ－ ，ｖ＝ Ｓ＋ ，ｍａｘ（Ｓ）＝ｎ，ｍｉｎ（Ｓ）
＝－ｍ。
（ｉ）如果ｕ＝ｎ，那么有Ｓ＋＝ｎ［ｖ］，且Ｓ－是模ｎ

极小零和的；

（ｉｉ）如果ｖ＝ｍ，那么有Ｓ－＝（－ｍ）［ｕ］，且Ｓ＋

２６
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是模ｍ极小零和的。
证明　由结论的对称性只需要证明 （ｉ）。设

Ｓ＋＝ｂ１…ｂｖ，其中 ｂｉ∈ ［１，ｎ］。由引理 １，ｎｖ≤
σ（Ｓ＋）＝ｂ１＋… ＋ｂｖ≤ｎｖ。因此，ｂ１ ＝… ＝ｂｖ＝
ｎ，即Ｓ＋＝ｎ［ｖ］。

若Ｔ是 Ｓ－的一个模 ｎ零和子列且 σ（Ｔ）＝－
ｋｎ，ｋ∈Ｎ。那么
０＜－σ（Ｔ）≤－σ（Ｓ－）＝σ（Ｓ＋）＝ｎｖ
可得１≤ｋ≤ｖ，这样Ｔ·ｎ［ｋ］就是Ｓ的一个零和

子列。由于 Ｓ是极小的，马上得到并且。因此 Ｓ－

是模ｎ极小零和的。证毕。
引理２　 （ｉ）设ｎ∈Ｎ，Ｓ是整数上一个长度

为ｎ的模ｎ极小零和序列，则存在与ｎ互素的整数
ｋ，使得Ｓ中每一项都模ｎ同余于ｋ。

（ｉｉ）设ｎ≥３，Ｓ是整数上一个长度为ｎ－１的
模ｎ极小零和序列，则存在与 ｎ互素的整数 ｋ，使
得Ｓ中有ｎ－２项都模ｎ同余于ｋ。

证明　此结论众所周知。文 ［５－６］推广了
此结论。

３　主要结论
在本节，我们证明本文的主要结论，即刻画区

间［－ｍ，ｎ］上长度至少为ｎ＋ｍ－２的极小零和序
列。长度为ｎ＋ｍ的极小零和序列的结构已经在
［１２］中刻画了。

定理１［１２］　设Ｓ为［－ｍ，ｎ］上的一个长度为ｎ
＋ｍ的序列。则Ｓ是极小零和序列当且仅当ｇｃｄ（ｎ，
ｍ）＝１且Ｓ＝（－ｍ）［ｎ］·ｎ［ｍ］。

现在，将分别刻画长度为ｎ＋ｍ－１与ｎ＋ｍ－
２的极小零和序列。

定理２　设ｍ＋ｎ≥３，Ｓ为［－ｍ，ｎ］上一个长
度为ｎ＋ｍ－１的序列。则Ｓ是极小零和序列当且
仅当以下之一成立：

（ｉ）Ｓ＝（－ｍ）［ｎ－１］·（ｎ－１）［ｍ］，ｇｃｄ（ｍ，ｎ－１）
＝１，ｎ≥２；
（ｉｉ）Ｓ＝（－ｍ）［ｎ－１］·ｎ［ｍ－１］·（ｎ－ｍ），ｇｃｄ（ｍ，

ｎ）＝１，ｎ≠ｍ；
（ｉｉｉ）Ｓ＝（－ｍ＋１）［ｎ］·ｎ［ｍ－１］，ｇｃｄ（ｍ－１，ｎ）

＝１，ｍ≥２。
证明　首先，容易验证上述３个序列都是极小

零和的。现在假设Ｓ是极小零和的。令ｕ＝ Ｓ－ ，
ｖ＝ Ｓ＋ 。由引理１有ｕ≤ｎ，ｖ≤ｍ。结合ｕ＋ｖ＝
ｍ＋ｎ－１，有（ｕ，ｖ）＝（ｎ，ｍ－１）或（ｎ－１，ｍ）。

如果ｖｎ（Ｓ）＝０或 ｖ－ｍ（Ｓ）＝０，那么 Ｓ是 ［－
ｍ，ｎ－１］或［－ｍ＋１，ｎ］上的极小零和序列。这样

就归结到了定理１，在定理１中用ｎ－１代替ｎ或者
用ｍ－１代替ｎ，就得到Ｓ＝（－ｍ）［ｎ－１］·（ｎ－１）［ｍ］

或Ｓ＝（－ｍ＋１）［ｎ］·（ｎ）［ｍ－１］。
下设ｍｉｎ｛ｖｎ（Ｓ），ｖ－ｍ（Ｓ）｝≥１，分如下两个子

情形。

情形１　（ｕ，ｖ）＝（ｎ－１，ｍ）。由推论１，Ｓ－＝
（－ｍ）［ｎ－１］且Ｓ＋是一个长度为ｍ的模ｍ极小零和
序列。又因为ｎ∈Ｓ＋，由引理２，ｇｃｄ（ｎ，ｍ）＝１且
Ｓ＋的每一项都模ｍ同余于ｎ。令Ｓ＋＝ｂ１…ｂｍ，其中
ｂｉ∈［１，ｎ］。则
ｍ（ｎ－１）＝σ（Ｓ＋）＝ｂ１＋… ＋ｂｍ≤ｍｎ

且ｂｉ≡ｎ（ｍｏｄｍ）。因此，Ｓ
＋的项ｂｉ中有ｍ－１个等

于ｎ，还有一个等于ｎ－ｍ＞０，即Ｓ＝（－ｍ）［ｎ－１］·
ｎ［ｍ－１］·（ｎ－ｍ）。

情形２　（ｕ，ｖ）＝（ｎ，ｍ－１）。用情形１中同样
的讨论知Ｓ＋＝ｎ［ｍ－１］，Ｓ－＝（－ｍ）［ｎ－１］·（－ｍ＋ｎ），
ｎ－ｍ＜０。则Ｓ＝（－ｍ）［ｎ－１］·ｎ［ｍ－１］·（ｎ－ｍ）。

下面将证明最后一个主要定理。由于对称性，

不妨假设１≤ｍ≤ｎ。
定理３　设１≤ｍ≤ｎ，ｍ＋ｎ≥５，Ｓ为［－ｍ，

ｎ］上一个长度为ｎ＋ｍ－２的序列。则Ｓ是极小零
和序列当且仅当以下之一成立：

（ｉ）Ｓ＝（－ｍ）［ｎ－２］·（ｎ－２）［ｍ］，ｇｃｄ（ｍ，ｎ－２）
＝１；
（ｉｉ）Ｓ＝（－ｍ）［ｎ－２］·（ｎ－１）［ｍ－１］·（ｎ－１－

ｍ），ｇｃｄ（ｍ，ｎ－１）＝１；
（ｉｉｉ）Ｓ＝（－ｍ）［ｎ－２］·ｎ［ｍ－１］·（ｎ－２ｍ），

ｇｃｄ（ｍ，ｎ）＝１，ｎ≠２ｍ；
（ｉｖ）Ｓ＝（－ｍ）［ｎ－２］·ｎ［ｍ－２］·（ｎ－ｍ）［２］，

ｇｃｄ（ｍ，ｎ）＝１，ｎ＞ｍ≥２；
（ｖ）Ｓ＝（－ｍ＋２）［ｎ］·ｎ［ｍ－２］，ｇｃｄ（ｍ－２，ｎ）＝

１，ｍ≥３；
（ｖｉ）Ｓ＝（－ｍ＋１）［ｎ－１］·（ｎ－１）［ｍ－１］，ｇｃｄ（ｍ

－１，ｎ－１）＝１，ｍ≥２；
（ｖｉｉ）Ｓ＝（－ｍ＋１）［ｎ－１］·ｎ［ｍ－２］·（ｎ－ｍ＋１），

ｇｃｄ（ｍ－１，ｎ）＝１，ｍ≥２；
（ｖｉｉｉ）Ｓ＝（－１）［ｎ－２］·（－２）·ｎ，ｍ＝２。
证明　首先容易验证上述所有序列都是极小零

和的。再假设Ｓ是极小零和的。令ｕ＝ Ｓ－ ，ｖ＝

Ｓ＋ 。由引理１有ｕ≤ｎ，ｖ≤ｍ。结合ｕ＋ｖ＝ｍ＋
ｎ－２，有（ｕ，ｖ）＝（ｎ－２，ｍ），（ｎ，ｍ－２）或（ｎ－
１，ｍ－１）。

情形１　（ｕ，ｖ）＝（ｎ－２，ｍ）。由推论１，Ｓ＝
（－ｍ）［ｎ－２］·Ｓ＋，且Ｓ＋是一个长度为ｍ的模ｍ极小
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零和序列。令Ｓ＋＝ｂ１…ｂｍ，其中ｂｉ∈［１，ｎ］。不妨
设ｂ１≤…≤ｂｍ。由引理２，ｇｃｄ（ｂｍ，ｎ）＝１且对任
意ｉ∈［１，ｍ］有ｂｉ≡ｂｍ（ｍｏｄｍ）。还有

ｍ（ｎ－２）＝σ（Ｓ＋）＝ｂ１＋… ＋ｂｍ≤ｍｂｍ
如果ｂｍ≤ｎ－２，则ｂ１＝… ＝ｂｍ，即条件 （ｉ）

成立。

如果ｂｍ ＝ｎ－１，则ｂ１ ＝ｎ－１－ｍ＞０，ｂ２ ＝
… ＝ｂｍ ＝ｎ－１，即条件 （ｉｉ）成立。

如果ｂｍ ＝ｎ，则ｂ１ ＝ｎ－２ｍ＞０，ｂ２ ＝… ＝
ｂｍ ＝ｎ；或者ｍ≥２，ｂ１ ＝ｂ２ ＝ｎ－ｍ＞０，ｂ３ ＝
… ＝ｂｍ ＝ｎ。因此条件 （ｉｉｉ）或条件 （ｉｖ）成立。

情形２　（ｕ，ｖ）＝（ｎ，ｍ－２）此情形的证明与
情形１相同。可得如下４种情形：

① Ｓ＝（－ｍ＋２）［ｎ］·ｎ［ｍ－２］，ｇｃｄ（ｍ－２，ｎ）＝
１，ｍ≥３。即条件 （ｖ）成立。

②Ｓ＝（－ｍ＋１）［ｎ－１］·（－ｍ＋１＋ｎ）·ｎ［ｍ－２］，
ｇｃｄ（ｍ－１，ｎ）＝１，ｍ≥３，ｍ－１＞ｎ。与ｍ≤ｎ矛
盾。

③ Ｓ＝（－ｍ）［ｎ－１］·（－ｍ＋２ｎ）·ｎ［ｍ－２］，
ｇｃｄ（ｍ，ｎ）＝１，ｍ≥３，ｍ＞２ｎ。与ｍ≤ｎ矛盾。

④Ｓ＝（－ｍ）［ｎ－２］·ｎ［ｍ－２］·（ｎ－ｍ）［２］，ｇｃｄ（ｍ，
ｎ）＝１，ｍ≥２，ｎ＜ｍ。与ｍ≤ｎ矛盾。

情形３　（ｕ，ｖ）＝（ｎ－１，ｍ－１）。此时ｎ，ｍ≥
２。设
Ｓ－＝（－ｍ）［ａ］·（－ｍ＋１）［ｂ］·（－α１）…（－αｋ），

Ｓ＋＝β１…βｔ·（ｎ－１）
［ｃ］·ｎ［ｄ］

其中αｉ∈［１，ｍ－２］，βｊ∈［１，ｎ－２］，ｋ，ｔ≥０。
如果ａ＝０，则Ｓ是［－ｍ＋１，ｎ］上长度为ｎ＋

（ｍ－１）－１的极小零和序列。在定理２中，用ｍ－
１替换ｍ，可得

⑤Ｓ＝（－ｍ＋１）［ｎ－１］·（ｎ－１）［ｍ－１］，ｇｃｄ（ｍ－
１，ｎ－１）＝１，ｍ≥２。即条件 （ｖｉ）成立。

⑥Ｓ＝（－ｍ＋１）［ｎ－１］·ｎ［ｍ－２］·（ｎ－ｍ＋１），
ｇｃｄ（ｍ－１，ｎ）＝１，ｍ≥２。即条件 （ｖｉｉ）成立。

⑦ Ｓ＝（－ｍ＋２）［ｎ］·ｎ［ｍ－２］，ｇｃｄ（ｍ－２，ｎ）＝
１，ｍ≥３。与（ｕ，ｖ）＝（ｎ－１，ｍ－１）矛盾。

如果 ｄ＝０，则 Ｓ是 －ｍ，ｎ－[ ]１ 上长度为
（ｎ－１）＋ｍ－１的极小零和序列。在定理 ２中，
用ｎ－１替换ｎ，可得

⑧Ｓ＝（－ｍ）［ｎ－２］·（ｎ－２）［ｍ］，ｇｃｄ（ｍ，ｎ－２）
＝１，ｍ≥２。与（ｕ，ｖ）＝（ｎ－１，ｍ－１）矛盾。
⑨Ｓ＝（－ｍ）［ｎ－２］·（ｎ－１）［ｍ－１］·（ｎ－１－ｍ），

ｇｃｄ（ｍ，ｎ－１）＝１，ｎ－１≠ｍ。由于（ｕ，ｖ）＝（ｎ－
１，ｍ－１），可得ｎ－１－ｍ＜０。再由ｎ≥ｍ，可得ｎ
＝ｍ。即条件 （ｉｉ）成立，且ｎ＝ｍ的情形。

⑩Ｓ＝（－ｍ＋１）［ｎ－１］·（ｎ－１）［ｍ－１］，ｇｃｄ（ｍ－
１，ｎ－１）＝１，ｍ≥２。即条件 （ｖｉ）成立。

因此，我们现在假设ｍｉｎ｛ａ，ｄ｝≥１。由于极小
零和序列Ｓ的长度至少是３，所以ｍ＜ｎ（否则（－
ｍ）·ｎ是Ｓ的零和真子列）。同样地，若 Ｓ中还包
含有ｎ－１，则ｍ＜ｎ－１。

如果ａ≥ｃ＋ｄ，我们把Ｓ＋中的ｎ以及ｎ－１均
与一个 －ｍ加起来得到另一个极小零和序列
Ｔ＝（－ｍ）［ａ－ｃ－ｄ］·（－ｍ＋１）［ｂ］·（－α１）…（－αｋ）·

β１…βｔ·（ｎ－１－ｍ）
［ｃ］·（ｎ－ｍ）［ｄ］

其中Ｔ－的长度为
ｎ－１－ｃ－ｄ＝ｎ－１－（ｍ－１－ｔ）＝ｎ－ｍ－ｔ
Ｔ＋的长度为ｍ－１。对序列Ｔ应用引理１，可得

（ｎ－ｍ＋ｔ）（ｍ－１）≤β１＋… ＋βｔ＋
ｃ（ｎ－１－ｍ）＋ｄ（ｎ－ｍ）≤
ｔ（ｎ－２）＋ｃ（ｎ－１－ｍ）＋
（ｍ－１－ｔ－ｃ）（ｎ－ｍ）＝

ｔ（ｍ－２）－ｃ＋（ｍ－１）（ｎ－ｍ）＝
（ｍ－１）（ｎ－ｍ＋ｔ）－ｔ－ｃ

因此ｔ＝ｃ＝０，ｄ＝ｍ－１，也即Ｓ＋＝ｎ［ｍ－１］，此时
Ｓ－是长度为ｎ－１的模ｎ极小零和序列。由引理２，
Ｓ－中有ｎ－２项都是模ｎ同余的。再由Ｓ－的项都是
在［－ｍ，－１］中，且ｍ≤ｎ，可得Ｓ－＝（－ｇ）［ｎ－２］

·ｈ，其中ｇ，ｈ∈［１，ｍ］。若ｇ≤ｍ－１，则
（ｍ－１）ｎ＝－σ（Ｓ－）＝（ｎ－２）ｇ＋ｈ≤
（ｎ－２）（ｍ－１）＋ｍ＝（ｍ－１）ｎ－ｍ＋２≤

（ｍ－１）ｎ
因此上述不等式实际上都是等式，则 ｍ ＝２，ｇ＝
ｍ－１＝１，ｈ＝ｍ＝２，也即条件 （ｖｉｉｉ）成立。若
ｇ＝ｍ，则（ｍ－１）ｎ＝－σ（Ｓ－）＝（ｎ－２）ｍ＋ｈ。
由此可得ｈ＝２ｍ－ｎ，即条件 （ｉｉｉ）成立。

如果ａ＜ｃ＋ｄ，此时有ｍ－１≥ｃ＋ｄ＞ａ≥１，
则ｍ≥３。在Ｓ＋中，挑出ｃ１个ｎ和ｄ１ ＝ａ－ｃ１个
ｎ－１，其中ｃ１≤ ｃ，ｄ１≤ ｄ。再将它们分别与一个
－ｍ加起来得到另一个极小零和序列
Ｔｃ１，ｄ１ ＝ （－ｍ＋１）［ｂ］·（－α１）…（－αｋ）·

β１…βｔ·（ｎ－１）
［ｃ－ｃ１］·ｎ［ｄ－ｄ１］·

（ｎ－１－ｍ）ｃ１·（ｎ－ｍ）［ｄ１］

对Ｔｃ１，ｄ１应用推论１，可得 ｋ＝０，ｂ＝ｎ－１－ａ，
Ｔ－ｃ１，ｄ１ ＝（－ｍ＋１）

［ｎ－１－ａ］，Ｔ＋ｃ１，ｄ１是长度为ｍ－１的模
ｍ－１极小零和序列。由引理２，Ｔ＋ｃ１，ｄ１的每一项都是
模ｍ－１同余的。

若ｔ＞０，则令ｄ１＝ｍｉｎ｛ｄ，ａ｝≥１，此时有ｎ－
ｍ∈Ｔ＋ｃ１，ｄ１。因此 β１≡ ｎ－ｍ（ｍｏｄｍ－１）。又因为
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β１≤ｎ－２，所以β１≤ｎ－ｍ。因此对Ｓ应用引理１，

（ｍ－１）（ｎ－１）≤σ（Ｓ＋）＝
β１＋… ＋βｔ＋ｃ（ｎ－１）＋ｄｎ≤
ｎ－ｍ＋（ｃ＋ｔ－ｃ）（ｎ－１）＋

（ｍ－１－ｃ－ｔ）ｎ＝
（ｍ－１）（ｎ－１）－ｃ－ｔ

则ｃ＝ｔ＝０，矛盾。
若ｔ＝０，此时有ｂ＝ｎ－１－ａ，ｃ＝ｍ－１－ｄ，

Ｓ＝（－ｍ）［ａ］·（－ｍ＋１）［ｎ－１－ａ］·
（ｎ－１）［ｍ－１－ｄ］·ｎ［ｄ］

由于

σ（Ｓ＋） ＝（ｍ－１－ｄ）（ｎ－１）＋ｄｎ＝
（ｍ－１）（ｎ－１）＋ｄ，

－σ（Ｓ－） ＝ａｍ＋（ｎ－１－ａ）（ｍ－１）＝
（ｍ－１）（ｎ－１）＋ａ

所以ａ＝ｄ。再由ｃ＋ｄ＞ａ，可知ｃ＞０。现在，在
序列Ｔｃ１，ｄ１中，令ｃ１＝ｍｉｎ｛ｃ，ａ｝，则ｎ－１－ｍ，ｎ∈
Ｔ＋ｃ１，ｄ１。因此ｎ－１－ｍ≡ｎ（ｍｏｄｍ－１），从而ｍ－１
｜２。又因为ｍ≥３，所以ｍ＝３。此时有ａ＝ｄ＝ｃ
＝１，Ｓ＝（－３）·（－２）［ｎ－２］·（ｎ－１）·ｎ。注意到
ｎ－１或ｎ是偶数，且ｎ≥３，则（－２）［（ｎ－１）／２］·（ｎ
－１）或（－２）［ｎ／２］·ｎ是Ｓ的零和真子列，矛盾。
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